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Ideal de una variedad

@ Recordemos,
V() ={(z1,...,2) €K™ : f(x1,...,2,) =0 Vf € I}, la variedad
del ideal 1.

@ Reciprocamente, para un conjunto S C k™, definimos
I(S)={fek[Xy,...,X,]: f(x) =0Vz € S}

e Si fmeI(S) = fells).
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Radical de un ideal

@ Dado un ideal I, definimos
VI={fek[Xy,...,X,]: f™ eI para algiin m € N}

o Decimos que I es radical si I = /T.
@ I(S) es un ideal radical para cualquier conjunto S C k™.

o V(VI)=V().

Teorema (Hillbert Nullstellensatz)




En Singular:

Para I = (—z2% —y2® — 324+ 323 — 22 222 —z2 + v}, o + y + 22),
queremos determinar V(I).

> ring R=0, (x,y,2),1p;

> ideal I = -xz3-yz3-3z4+3z3-z2, xz2-Xz+y2, x+y+z2;

A\

groebner (I);

> ideal J = radical(I);

\"

groebner (J);

A partir de los resultados obtenidos, determinar V(I).
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Ideales 0-dimensionales

Un ideal I es 0-dimensional si V¢(I) es un conjunto finito de puntos.

Proposiciéon

I es 0-dimensional si y solo si I NKk[X;] = (g:(X3)), g;: # 0, para todo
1 <7< n.

Algoritmo para calcular el radical de un ideal 0-dimensional

Q I CKk[Xy,...,X,] ideal

Q fi(Xy)eInklXy], fi #0,1<i<n

© ¢; = \/fi, la parte libre de cuadrados de f;
QVIi={,g1,...,9.)



Procedimientos en Singular

proc sumaHastaN(int n)

{
int i;
int s = 0;
for(i = 1; i<=n; i++)
{
s =5s + 1;
}

return(s);
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Funciones auxiliares: polinomio libre de cuadrados

proc libreCuadrados(poly f, int i)

{
poly g = f / ged(f, diff(f,var(i)));
return(g);

}
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Funciones auxiliares: producto de todas las variables

MEeNOoS una

proc todasMenosUna(int ind)

{

int i;
poly f = 1;
for(i = 1; i<= nvars(basering); i++)
{

if(ind < i)

{

f=1f x var(i);

}

¥

return(f);
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Radical de un ideal 0-dimensional

Algoritmo para calcular el radical de un ideal 0-dimensional

Q@ I C k[Xq,...,X,] ideal O-dimensional

Q fi(Xy)elInk[X,], fi #0,1<i<n

@ g; = \/fi. la parte libre de cuadrados de f;
O VI=(Ig1.....9n)
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Lema de la forma

Teorema

SiT=vI,V(I)={z',...,2N} yxi # 2l Vi # j, entonces

I = <p($1),332 —p2(961)7 sy Ip _pn(xl»‘
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Ideales primos y variedades irreducibles

Ideales radicales <« Variedades
de Clzy, ..., Ty de C"

@ Decimos que V es irreducible si
V=ViuV, = V=V o V=W

@ Proposicion: Toda variedad en C™ es unién de finitas variedades
irreducibles.
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Ideales primos y variedades irreducibles

Ideales radicales <« Variedades
de Clz1,...,Zy) de C®

@ Decimos que I es primo si
fgel = fel o gel

@ Proposicion: Todo ideal radical en Clz1,...,x,] es interseccidn de
finitos ideales primos.
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Ideales primos y variedades irreducibles

Ideales primos < Variedades irreducibles
de Clz1,. .., Zy) de C"

I=VI = V(I)=VU...UVy
=I=IVi)N...nI(Vy) =P N...N Py
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o
iYsiI#£A\I?

@ Sea @ un ideal, Q se dice primario si

fge@Q = feQ o ge/Q

@ Proposicién: Todo ideal (propio) I admite una descomposicién
primaria (minimal)
I=Q1N...NQs.
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En Singular:

2

Para I = (vz — y?, 2% — yz, 22 — 22y), veamos que I es primo pero I no

es primario.

> LIB "primdec.1lib";

> ring R=0, (x,y,2),1p;

> ideal I = xz-y2, x3-yz, z2-x2y;
> primdecGTZ(I);

> ideal J = I72;

> primdecGTZ(J);

Ejercicio: Encontrar p € J tal que p= fgcon f & Jy g & /J.
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Descomposicion de ideales radicales 0-dimensionales

Ingredientes:

@ Decimos que X, separa puntos de V(I) si todos los puntos de V(I)
tienen distinta coordenada X,.

0 Si(f,g)=(1)y fgel, entonces I =1+ (f)NI+(g).

e Si I O-dimensional y (¢) = I Nk[X,], g = ¢{" ... g7 la
factorizacién en irreducibles, entonces

I={1+{g")
i=1

@ Si [ ideal radical, I =N{_, F;, P; primo
e Si X, separa puntos ,
o VI =n",1+ (g;), descomposicién prima de /1.
o I =01+ (g, descomposicién primaria de /1.

Ejercicio: Implementar en Singular este algoritmo para la descomposicion
primaria de un ideal 0-dimensional (suponiendo que X,, separa puntos de
la variedad).
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