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CLASIFICACION DE ISOMETRIAS EN EL PLANO
CON AYUDA DE GEOGEBRA.

Un movimiento es una transformacion de un plano en si mismo que no modifica las distancias.
Por ejemplo, las traslaciones, las rotaciones y las simetrias con respecto a una recta son movimientos.
;Son estos todos?

Mostraremos como usar Geogebra para experimentar como se comparta la composicién de dos
o mas movimientos. Con la experiencia acumulada al realizar estos experimentos y algo de razon-
amiento, lograremos clasificar los movimientos planos.

Mostraremos también como pueden usarse estas transformaciones para resolver algunos proble-
mas geométricos de manera sencilla.

El programa Geogebra puede descargarse gratis desde el sitio www.geogebra.com/. No es nece-
sario tener conocimientos previos del programa para seguir el curso.

1. MOVIMIENTOS EN EL PLANO. EJEMPLOS Y APLICACIONES.
1.1 Traslaciones.
1.2. Rotaciones o giros.
1.3. Simetria central o simetria con respecto a un punto.
1.4. Simetria o reflexién con respecto a un eje.

2. COMPOSICION DE MOVIMIENTOS EN EL PLANO.
3. CLASIFICACION DE LOS MOVIMIENTOS EN EL PLANO.
4. ALGUNOS PROBLEMAS PARA RESOLVER CON SIMETRIAS.

4.1. Triangulo de perimetro minimo inscrito en un tridangulo acutangulo.
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1. MOVIMIENTOS EN EL PLANO. EJEMPLOS Y APLICACIONES.

Definicién 1.1. Una transformacion es una aplicacién de un conjunto en si mismo tal que
todo punto P del conjunto tiene una tunica imagen P’ y todo punto )’ del conjunto tiene una
preimagen Q).

Nota: Solo trataremos en este curso de transformaciones en el plano.

Definicién 1.2. Las transformaciones en el plano que conservan las distancias entre puntos se
llaman movimientos o isometrias.

Nota: Como los movimientos conservan las distancias también lo hacen con las dreas.

Se exponen a continuacion varios ejemplos de movimientos y algunas aplicaciones.
B

1.1. TRASLACIONES. v
/ Pl
P

Definicién 1.3. Se llama traslacion de vector
U = AE, y se denota por Ty, a la transformacién que
asocia a cada punto del plano P el punto P’ = T3(P) =
P+ Ai?, es decir, P’ es el extremo del vector P + AB.

Nota: La traslacién de vector 0 se llama identidad y se escribe 1.

FEjercicio 1.1. Con la ayuda de una traslacion y de Geogebra, inscribir en una circunferencia
dada un rectdngulo con dos lados opuestos paralelos y de igual longitud a un segmento dado AB. (La
longitud del segmento AB es inferior al didmetro de la circunferencia.)

Ejercicio 1.2. En un tridngulo A(ABC) inscribir un tridngulo igual y paralelo a un segmento
dado DE. Utiliza las traslaciones y Geogebra para resolver este ejercicio.

Ejercicio 1.3. Se dan dos circulos C y Cy y una recta r. Dibujar una recta paralela a r, tal
que la distancia entre los puntos en los que la nueva recta corta a Cy y a Cy sea igual a una longitud
dada a. ;Cudntas soluciones podemos tener?

Ejercicio 1.4. ;En que punto debemos construir
un puente M N sobre un rio que separe dos ciudades A
y B (figura de la derecha). para que el camino AMN B
sea lo mds corto posible? (Las riveras del rio se suponen
lineas rectas y el puente perpendicular al rio)




1.2. ROTACIONES O GIROS.

Para poder realizar una rotacion o giro se necesita un
punto A que sirva de centro de giro y un angulo a. Por
convenio, el sentido positivo de los angulos en un plano es
el contrario al giro de las agujas de un reloj.

Definicién 1.4. Se llama rotacién o giro de centro
A y angulo «, y se denota por R4 ,, a la transformacién
que asocia a cada punto P del plano el punto P’ = R4 ,(P)
de tal manera que el angulo £ PAP’ mida exactamente .

Ejercicio 1.5. En un tridngulo cualquiera N(ABC)
dibujar un triangulo equildtero externo sobre cada uno de
sus lados como se muestra en la figura de la derecha. De-
mostrar que los segmentos AP, BQ) y CR tienen la misma
longitud. (Sugerencia: Considerar el efecto de las rotaciones
de 60° con respecto a cada uno de los vértices.)

Informacion: Los tres segmentos AP, BQ y CR de-
scritos en el Ejercicio 1.5 se cortan en un punto, que se llama
punto de Fermat del tridngulo A(ABC'). El punto de Fer-
mat F' de un tridngulo A(ABC) satisface que la suma de
las distancias de F' a los vértices del triangulo es minima.

Ejercicio 1.6. Dibujar cuadrados externos sobre los lados de un paralelogramo cualquiera.
Demostrar, usando rotaciones de 90°, que los centros de estos cuadrados forman otro cuadrado.

1.3. SIMETRfA CENTRAL O SIMETRfA CON RESPECTO A UN PUNTO.

La simetria con respecto a un punto es una caso especial de giro en el que se gira 180° con

respecto a un punto.

Definicién 1.5. Se llama simetria con respecto a un punto A, y se denota por Syu, a la
transformacion que asocia a cada punto P del plano el punto P’ = S4(P) de tal manera que A es el

punto medio del segmento PP’.

Ejercicio 1.7. Sea A un punto comun a dos circunferencias que se cortan.

Usar una simetria

central para construir una recta que pase por A y que corte a los dos circulos en cuerdas iguales.



Ejercicio 1.8. Por un punto A en el exterior de un circulo, construir una recta (si se puede)

que corte a su circunferencia en dos puntos P y Q tales que |AP| = |PQ)| .

1.4. SIMETRiA O REFLEXION CON RESPECTO A UN EJE.

haga de eje de simetria.

Para poder realizar una simetria o reflexion con respecto a un eje se necesita una recta que

Definicién 1.6. Se llama simetria o reflexion con respecto a la recta r, y se denota por S,.,
a la transformacién que asocia a cada punto P del plano el punto P’ = S,(P) de tal manera que la

recta r es la mediatriz del segmento PF”.

Ejercicio 1.9. La luz sigue el camino mds corto en-
tre dos puntos. sQué camino sequird la luz para ir desde el
punto A al punto B de la figura de la derecha, reflejandose
en la recta 1?2 ;Qué relacion hay entre el dngulo de inci-
dencia i y el de reflexion r de un rayo de luz?.

Ejercicio 1.10. De todos los tridngulos de igual base y drea, scomo es

perimetro? (buscar una solucion usando una simetria).

Hay muchas demostraciones del Teorema de Pitagoras.
Leonardo da Vinci propuso una basada en la figura de la
derecha. En esta figura se comienza con un triangulo
rectangulo A(ABC') y sobre cada uno de sus lados se
dibuja un cuadrado externo. Después se dibuja el triangulo
rectdngulo A(ECF) que es el simétrico del tridngulo
A(ABC) con respecto a la recta DD’, y el tridngulo
A(A'C'B') que es el simétrico del triangulo A(ABC) re-
specto a centro del cuadrado trazado sobre su hipotenusa.

Ejercicio 1.11. Usar simetrias y rotaciones para
mostrar el Teorema de Pitagoras para el triangulo rectdngulo

A(ABC), basdndose en la figura que se muestra a la B’
derecha.

el que tiene menor

Al



2. COMPOSICION DE MOVIMIENTOS EN EL PLANO.

Dadas dos transformaciones en el plano, T} y Ts, pueden realizarse una después de la otra. Esta
operacion se llama composicion. Se escribe T, o T} si se hace primero la transformacién 77 y luego
la T5. Se escribe T o Ty si se hace primero la transformacion 75 y luego la T7.

Puesto que un movimiento es una transformacion que conserva las distancias, la composicion de
dos movimientos también las conserva, y es por tanto otro movimiento.

Ejercicio 2.1. a) Comprueba con Geogebra que la composicion Ty o Ty de dos traslaciones es
otra traslacion. ;Cudl es el vector de traslacion de Tz o Tz? sEs la composicion de traslaciones una
operacion conmutativa?

Ejercicio 2.2. b) Comprueba con Geogebra que la composicion Rapo Ra, de dos rotaciones
con igual centro de giro A es otra rotacion. ;Cudl es el centro y el dngulo de giro de Ryp0 Rao?
¢FEs la composicion de dos rotaciones de igual centro de giro una operacion conmutativa?

Ejercicio 2.3. b) Comprueba con Geogebra que la composicion Sy, o Sy de dos simetrias con
respecto a las rectas paralelas ¢ y m es una traslacion. ;Cudl es el vector de traslacion de S, 0 Sy?
¢ Es la composicion de dos simetrias de ejes paralelos una operacion conmutativa?

Definicién 2.1. Decimos que M; es el movimiento inverso de My si se cumple My o My =1y
Ms o My = I, donde I denota el movimiento identidad. que no cambia la posicién de los puntos del
plano. En este caso escribimos My = M.

Nota: Puede demostrarse que si se cumple M; o My = I también se cumple M o My = I, por
lo que en la practica solo hace falta comprobar una de las dos igualdades para hallar la inversa de
un movimiento.

Ejercicio 2.4. sCudl es el movimiento inverso de la traslacion Ty de vector i? ;Y el de la
rotacion R, de centro A y dngulo a? ;Y el de la simetria axial Sy con respecto a la recta [?

Un concepto importante para el estudio de los movimientos en el plano es el de punto fijo.

Definicién 2.2. Un punto P de un plano es un punto fijo de un movimiento o isometria M si
se cumple M (P) = P.

Ejercicio 2.5. ;Cudles son los puntos fijos de una traslacion? ;Cudles son los puntos fijos de
una rotacion? ;Cudles son los puntos fijos de una simetria con respecto a un recta?

Herramienta basica 1 (HB1). Si M es un movimiento en el plano que tienes tres puntos
fijos A, B y C' distintos y no alineados, se tiene que M es la identidad.

DEMOSTRACION. Sea P un punto cualquiera del P

plano distinto de A, B 'y C. Como M preserva las dis- \
tancias, M (P) debe ser un punto de la circunferencia de
centro A y radio |AP|. Analogamente, M (P) debe ser
un punto de la circunferencia de centro B y radio |BP)|
y también un punto de la circunferencia de centro C'y



radio |C'P|. Ahora bien, tres circunferencias de centros
no alineados solo pueden cortarse en un punto y como P
pertenece a todas ellas, se ha de tener M(P) =P. %

Corolario. Si dos movimientos en un plano coinciden en tres puntos no alineados deben ser
iguales.

Ejercicio 2.6. Utilizar el corolario anterior para demostrar que la composicion S,, o Sy de
dos simetrias con respecto a las rectas paralelas £ y m es una traslacion de vector 2v, donde ¥ es
un vector perpendicular a una cualquiera de las rectas, cuyo maodulo es la distancia entre las rectas
paralelas y su sentido es el que va de £ a m.

Ejercicio 2.7. Averiguar con Geogebra cudl puede ser la composicion de dos simetrias axiales
cuyos ejes de simetria se cortan en un punto. A continuacion tratar de demostrar la conjetura usando
el Corolario anterior.

Otro concepto importante para estudiar los movimien-
tos es el de orientacion del borde de las figuras. Un
borde de duna figura se orienta indicando un sentido
del recorrido del borde. Si este sentido del recorrido es
como el contrario al de las agujas de un reloj, se dice
que el borde se ha orientado positivamente. Si es
como el mismo del de las agujas de un reloj, se dice que Orientacién positiva Orientacion negativa
se ha orientado negativamente.

Las traslaciones y las rotaciones conservan las orientacion de las figuras. Las simetrias cambian
la orientacién de las figuras. Esto puede comprobarse en los graficos siguientes:

Cl

A
A
AN A 5 @ c
C
B B' ' 4
c B
(0] Al
C
Las traslaciones conservan Las rotaciones conservan Las simetrias axiales cambian
la orientacion de las figuras la orientacion de las figurlas la orientacion de las figuras

Herramienta basica 2 (HB2). Si un movimiento en el plano tiene al menos dos puntos fijos
distintos A y B, o bien es la identidad o bien es una simetria axial con respecto a la recta que pasa
por Ay B.

DEMOSTRACION.

Sean A y B dos puntos fijos y distintos de un
movimiento M. Sea ¢ la recta que pasa por Ay B. To-
dos los puntos de la recta ¢ son fijos para este movimiento.
En efecto, si P € ¢ este punto debe estar a la vez en



la circunferencia de centro A y radio |AP| y en la de
centro B y radio |BP|. Como estas circunferencias se

cortan solo en el punto P (ver figura adjunta) se tiene
M(P) = P.

Sea ahora P un punto que no esta en la recta £. P
Sean P y () los dos puntos de corte de la circunferencia
de centro A y radio |AP| y la de centro B y radio | BP| ‘
(ver figura adjunta). Observar que los puntos Py @ ‘
son simétricos respecto a la recta £. Por tanto, o bien )
M(P) = PoM(P) = Q. En el primer caso probaremos

que M es la identidad. En el segundo caso probaremos
que M es una simetria axial con respecto a la recta /.

Supongamos que M(P) = P y sea P; otro
punto cualquiera que no esté en la recta ¢ y que
sea distinto de P. Por comparaciéon de distancias
se tiene M (P;) = P, o M(P;) = @1 (ver figura
de la derecha). Si fuera M(P;) = @ se tendria

d(P, ) = d(M(P), M(P,)) = d(P, Q).

Como P; y ()1 son simétricos respecto a la recta ¢,
la igualdad anterior implica que P es un punto de
la recta ¢, lo que es contrario a nuestra suposicion.
Luego M (P;) = P, y M es la identidad.

Supongamos que M(P) = Q. Se tendria que probar que M(P;) = Q1. Si fuera M(P;) = P se
tendria

d(Q, Pr) = d(M(P), M(Py)) = d(P, Pr).

Como P y @ son simétricos respecto a la recta ¢, la igualdad anterior implica que P; es un punto de
la recta £, lo que es contrario a nuestra suposicién. Luego M (P;) = Q1 y M es una simetria. *

Herramienta basica 3 (HB3).

a) Si un movimiento en el plano tiene al menos dos puntos fijos distintos y no cambia la ori-
entacién de las figuras, es el movimiento indentidad.

b) Si un movimiento en el plano tiene al menos dos puntos fijos distintos A y B, y cambia la
orientacién de las figuras, es una simetria axial con respecto a la recta que pasa por Ay B.

DEMOSTRACION. Es un corolario de la Herramienta bdsica 2 y la observacién de la pagina
anterior sobre la conservacion de la orientacion en las figuras. Y

Ejercicio 2.8. Comprueba con Geogebra que la composicion de dos rotaciones de 90° en sentido
positivo alrededor de dos puntos distintos A y B es una rotacion de 180° (simetria central) ; Cudl es el
centro de esta simetria?. A continuacion tratar de demostrar el resultado comprobado con Geogebra
usando la Herramienta 3.



- o E

El A(C'D'E') es la rotacion de 90°
w del A(CDE) con respecto al punto A
El A(C"D"E") es la rotacion de 90° o .
del A(C’D/E,) con respecto al punto B
D'
B
[ ]

Ejercicio 2.9. Comprueba con Geogebra que la composicion de dos rotaciones, ambas de angulo
a, una en sentido positivo y otra en sentido megativo, alrededor de dos puntos distintos A y B, es
una traslacion ;Cudl es el vector de traslacion?. A continuacion tratar de demostrar el resultado
comprobado con Geogebra usando la Herramienta 3.

=
¢ El A(C'D'E’) es la rotacion de 45°
D del A(CDE) con respecto al punto A
B
(]
C
A
® D&E
el A(C"D"E") es la rotacion de —45° c’

del A(C'D'E’) con respecto al punto B D"&E"



3. CLASIFICACION DE LOS MOVIMIENTOS EN EL PLANO.

En esta seccién se describen como son todos los movimientos en el plano. Conocemos las
traslaciones, las rotaciones y las simetrias con respecto a una recta. ;Hay alguna mas?

Teorema 3.1. Todo movimiento en un plano es:

a) O bien la composicién de una rotacién y una traslacion, Tz o Rp,.

b) O bien la composicién de una simetria con respecto a una recta ¢, una rotacién y una
traslacion, T o Rp, o Sp. En este caso el centro de rotacién estd en la recta /.

Nota: El orden en que se componen los movientos en el teorema 3.1 es muy importante.

Q
DEMOSTRACION. Sea M un movimiento y sea P un punto
cualquiera del plano. Sea P’ = M(P). Llamemos v = PP’. El
movimiento 7"z deja fijo el punto P. En efecto: Q
T so M(P)=T 4P)=P —7=P.
Sea () otro punto del plano, distinto de P, y sea Q' = T_z0M (Q). .
Como T 7 o M es un movimiento, d(P,Q) = d(P,Q’) y existe una P B v e P

rotacién de centro Py dngulo —«, Rp_,, tal que Rp_,(Q') = Q.

El movimiento Rp_, 0 T_5 o M tiene P y () como puntos fijos. En efecto:
Rp_no0T 50 M(P)=Rp_o(P) =P,

Rp-aoT g0 M(Q) = Rp-o(Q) = Q.

Por la herramienta basica 1, o bien Rp_, 0T 30 M = I o bien Rp_, 01530 M = §;, donde ¢ es
una recta que pasa por el punto P. Como el movimiento inverso de 7"z es Ty y el de Rp_, es Rp,

se tiene
M:T{;ORRQ O MZT@‘ORP’&OS@,

*

A la vista del resultado probado en el teorema 3.1, debemos estudiar, en primer, lugar la com-
posicién de una rotacién y una traslacion, en el orden indicado en el teorema.

Proposicién 3.2. La composicién de una rotacion Rp, y una traslacién Ty, es decir Ty o Rp,
es una rotacion del mismo angulo a.

DEMOSTRACION. Sean

Q=TyP), Q=~Rpa(@ vy Q" =TQ).

Considerar las mediatrices de los segmentos PQ y QQ".
Supongamos, primero, que ambas se cortan en un punto O
(observar que el dngulo que forman estas mediatrices en O es

«). En este caso, se probarda que Ty 0 Rp, = Ro o
P .4




Para demostrarlo consideremos el movimiento Rp_, 0T 5o Rp . Este movimiento tiene Py @)
como puntos fijos. En efecto:

RP,fa ol zo RO,Q(P) = RP,fa % T,g(Q) = RP,fa(P> = P7

Rp 00T 350 R0a(Q) = Rp_aoT 5(Q") = Rp Q) =Q.

Como las rotaciones y las traslaciones preservan la orientacion, también lo hace el movimiento
que estamos considerando. Por la herramienta basica 3, se ha de tener Rp_, 0T 30 Rp o = I. Como
el inverso de T_y es Ty y el de Rp_, es Rp, se tiene

RO7a = Tf}' o RP,a-

Si las mediatrices de los segmentos PQ y QQ” no se cortaran, se debe a que o = 180°. Probar
que en este caso, basta tomar el centro de la rotacion O como el punto medio del segmento PQ. %

Ahora tenemos que estudiar el movimiento del apartado b) del teorema 3.1. Comenzaremos con
la composicion de una simetria y una rotacion, donde el centro de rotacién pertenece al centro de
simetria.

Proposicién 3.3. La composicién de una simetria axial Sy y una rotacién Rp,, es decir Rp 05y,
es una simetria axial S,, donde r es la bisectriz de las rectas ¢ y Rp, ().

DEMOSTRACION. Sea @ un punto de la recta ¢
distinto de P, y sea @) = Rp,(Q). El movimiento
S¢o Rp_q, 0.5, tiene a P y () como puntos fijos. En
efecto:

Sg o Rp,_a o ST(P) = Sg o) Rp’_a<P) = Sg(P) = P,

Spo RP,—a S Sr(Q) =S50 RP,—a(Q/) = SZ(Q) =Q.

Este movimiento no cambia la orientacion, ya
dos simetrias axiales anulan el cambio de orientacién
que produce cada una de ellas. Por la herramienta
bésica 3, este movimiento es la identidad. Por tanto,

SeoRp_q05, =1.
Como el inverso de una simetria axial es ella misma y el inverso de Rp_, es Rp,, se tiene
RP,a © SZ = Sr )
que se lo se queria demostrar. *

Finalmente, necesitamos estudiar cual es la composicion de una simetria axial Sy y una traslacién
T, es decir Ty o S,.

10



e Caso 1: el vector ¥ es paralelo a la recta /. B

ey

Como puede verse en la figura adjunta, Tzo c
Sy es un movimiento que cambia la orientacién, D A
pero no es una simetria axial. Es un nuevo
movimiento en el plano que se llama simetria 4
deslizante con respecto a la recta ¢ con vector A' A"
Uy se escribe S, 5 Las pisadas dejadas sobre ¢ D c D"
la nieve por las botas de un caminante es un

ejemplo de simetria deslizante.

ST

e Caso 2: el vector 4 es perpendicular a la recta /.

Ejercicio 3.1. Comprueba con Geogebra que en el caso que nos ocupa, la composicion Tz0Sy es
una sitmetria axial con respecto a la recta r que es la traslacion de la recta £ con vector de traslacion
1 -

SU-

e Caso 3: el vector @ y la recta ¢ pueden ser cualesquiera.

Ejercicio 2.9. Escribir W = ¥+ 4 con v paralelo a la recta ¢ y u perpendicular a la misma
recta. Prueba que Tz o Sy es una simetria azial si v = 0 o una simetria deslizante cuando v # 0.

Estudiados todos los casos posible solo ha aparecido un nuevo movimiento, que hemos llamado
simetria deslizante y que cambia las orientacion del borde de las figuras. Asi que hemos justificado
el resultado que se enucia a continuacion.

Teorema 3.2 (Clasificacién de los movimientos en el palno)

a) Si un movimiento en el plano no cambia la orientacién, o bien es la identidad, o una
traslacién o una rotacion.

b) Si un movimiento en el plano cambia la orientacién, o bien es una simetria axial o una
simetria deslizante.

11



4. ALGUNOS PROBLEMAS PARA RESOLVER CON SIMETRIAS.
4.1. TRIANGULO DE PERIMETRO MINIMO INSCRITO EN UN TRIANGULO ACUTANGULO.

En esta seccién vamos a usar simetrias axiales para conjeturar cudl es el tridngulo de perimetro
minimo inscrito en un triangulo acutangulo.

Ejercicio 4.1. Dibujar un triangulo equildtero y sus alturas. Forma el triangulo que se obtiene
en su interior uniendo los pies de sus alturas. ;Cual es el perimetro de este nuevo triangulo si el
triangulo equildtero original tiene 10 metros de perimetro?

Ejercicio 4.2. Midiento con Geogebra, comprobar que cualquier otro tridngulo inscrito en el
tridngulo equildtero tiene perimetro mayor que el perimetro del que se obtiene uniendo los pies de
sus alturas.

Ejercicio 4.3. a) Dibujar un tridangulo equildtero y sus simélricos, como en la figura que sigue.
Observar que el segmento A" B" es un trasladado del segmento AB.

A B' C A"

c A B

b) Haciendo simetrias de cualquier tridngulo inscrito en el tridngulo N(ABC), comprobar que
el trangulo formado por los pies de sus alturas (los puntos medios de los lados en este caso) es el que
tiene menor perimetro, usando que la distancia mas corta entre dos puntos e la linea recta.

Definicién 4.1. Dado un tridngulo acutangulo cualquiera,
su triangulo ortico es el que se forma uniendo los pies de
cada una de sus alturas.

En la figura de la derecha, el tridngulo A(DEF) es el
tridngulo 6rtico del tridngulo acutdngulo A(ABC).

Ejercicio 4.4. Dibujar con Geogebra un tridngulo acutdngulo y sus alturas. Formar su
tridngulo ortico. ;Cual es el perimetro del triangulo ortico si el tridngulo acutdngulo original tiene
10 metros de perimetro?

Ejercicio 4.5. Midiento con Geogebra, comprobar que cualquier otro tridngulo inscrito en un
triangulo acutdngulo tiene perimetro mayor que el perimetro del triangulo ortico.

Ejercicio 4.5. (Se pide hacer lo mismo que en el ejercicio 4.8 para cualquier triangulo
acutdangulo)

a) Dibujar un tridangulo acutdnqulo cualquiera y sus simétricos, como en la figura que sigue.
Observar que el segmento A" B" es un trasladado del segmento AB.
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C

b) Haciendo simetrias de cualquier triangulo inscrito en el triangulo AN(ABC), comprobar que
el ortico es el que tiene menor perimetro, usando que la distancia mds corta entre dos puntos es la
linea recta.

4.2. AREAS DE TRIANGULOS FORMADOS POR CEVIANAS

A

Definicién 4.2. Dado un tridangulo cualquiera, una

ceviana es una recta que une un vértice con cualquier
punto del lado opuesto.

Nota: Un tridangulo tiene infinitas cevianas. En el triangulo
B

de la derecha se ha dibujado una por cada uno de los vértices. > C

Informacion: Los mas probable es que tres cevianas, una por cada uno de los vértices de un
triangulo, no se corten en un punto, sino que formen un triangulo, como en la figura.

En 1678, Giovanni Ceva demostré que si tres cevianas AX, BY y C'Z, una por cada vértice
de un tridngulo A(ABC') se cortan en un punto, entonces

BX| [CY| [AZ| _,

= (1)
IXC| |YA| |ZB

El reciproco también se cumple, es decir, si la relacion (1) se cumple, las tres cevianas
AX, BY y CZ se cortan en un punto. La demostracion de estos resultados solo requiere técnicas
elementales. Con este resultado puede probarse sin dificultad lo siguiente:

e Las mediatrices de los lados de un tridngulo se cortan en un punto (el circuncentro)

e Las medianas de un tridngulo se cortan en un punto (el baricentro o centro de gravedad
del tridangulo).

e Las alturas de un tridngulo se cortan en un punto (el ortocentro.)

Es un ejercicio clasico con Geogebra comprobar que el ortocentro, el circuncentro y el baricentro
estan alineados. La recta que los contiene se llama recta de Euler.

13



Ejercicio 4.6. En un tridangulo equildtero A(ABC)
dibujar tres cevianas que dividan a cada uno de los lados en
la proporcion 1 : 2. En su interior se forma un tridngulo
equildtero A(DEB) como en el figura adjunta. Hallar la

razon entre las dreas de estos tridngulos, es decir, calcular \
F

el cociente
|A(DEB)|
|IA(ABC)| . ° C

Este ejercicio puede resolverse usando semejanza de triangulos, el teorema de Thales de Mileto
y el teorema de Pitagoras. Pero habiendo estudiado las simetrias vamos a usar Geogebra para hallar
su solucion. Realizar las construccién que se detalla a continuacién. A

e Comenzar dibujando las cevianas como en
la figura del ejercicio 4.6, para dibujar el tridangulo
interior A(DEF).

e Hallar el simétrico de £ con respecto a la
recta DF. Se obtiene el punto E’. Dibujar el
tridngulo A(DE'A).

e Repetir este procedimiento con los otros dos
vértices del triangulo interior usando los otros dos
lados del tridngulo A(DEF).

El resultado final debe ser como la figura que se muestra a la derecha de la construccién. jAhora
es muy facil responder a la pregunta del ejercicio 4.6!

Informacién adicional: El ejercicio 5.1 se puede generalizar haciendo que las cevianas dividan
al lado opuesto en la razén 1 : k. El caso k = 3 se puede hacer con Geogebra, y con méas paciencia el
caso k = 4. En general, el calculo hay que hacerlo usando los teoremas de Thales y de Pitdgonras.
El cociente de las dreas del tridngulo interior y el original es

(k—1)
KE+k+1

Eugenio Hernandez
Universidad Auténoma de Madrid
Noviembre, 2107

14



