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Esperanza condicional y
martingalas



Filtracion My,

Q: Resultado de n tiradas de moneda.
My, es la familia de subconjuntos de Q generada por la informacion
hasta tiempo k.

Ejemplo: n =3

Mo
My
M,

Ms

{0,Q}

{{CCC, CCX, CXC, CXX}, {XCC, XCX, XXC, XXX}, 0,Q}
{{cce, ccxy, {CXC, CXX}, {XCC, XCX}, {XXC, XXX}}
y todos los complementos y uniones}

P(Q)

Mg C My CM,C...Mp...
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Esperanza condicional

- M ={M,|kR=0...n}: filtracion.
- Mg tiene la informacion suficiente para S.

- S, es un proceso adaptado a la filtracion M.

Esperanza condicional

Si {X;} es un proceso adaptado, entonces el valor esperado de Xi,
condicional a My, se define como:

E[qu | /Vl;?](w1 5a .w,?) = ‘5 -X,?+1(w1 a0 .wkC) T 6] -Xk+1(W1 a0 .ka).

- E denota el valor esperado para las probabilidades (p, g).
- Notacion (abreviada): E[Xp,q | Mg].
- Se define en general E[X;, | Mg], para R < m.
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Esperanza condicional

- La definicion se extiende a una variable aleatoria X que
depende de las primeras n tiradas.

Propiedades
- E[X| Mo] = E[X]
- Aditividad:

EIX+ Y | Mg] = E[X | Mg] + E[Y | Mg].
- Si Y depende solo de las primera k tiradas, y k < n, entonces
E[YX | M] = Y E[X, | Mg].
- Condicionamiento iterado: Para j < k < n,

E[EIX | Me] | Mj] = EIX| M,

3/36



Martingalas

Martingala

Un proceso estocastico adaptado a la filtracion M se dice una
martingala si se cumple que para todo k > 0,

E[Xe11 | Mi] = Xe.

Si {Xx} es una martingala, entonces para todo kR > 0 se cumple que
el valor esperado de X, se mantiene constante e igual a Xo:

E[Xe] = Xo.
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Procesos descontados y Martingalas

Propiedad de martingala
En el modelo binomial y bajo la probabilidad neutral al riesgo, los
procesos descontados

Sk B(R) 1
(14 i)k (1+ Dk

son martingalas. )
W= wWiWw7 ...Wk

E[Sk1 [ Me](w) = P - Spra(wC) + G - Spqa(wX) = Sp(w) - (p-u+ g - d)

= Sp(w)-(1+1).
Sky1 ) Sk B
£ e | ] = e[| =
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El modelo binomial de dos pasos



Valoracion de una opcion call europea

Ejemplo
Una accion cuesta hoy $20 y se sabe que cada tres meses se

incrementa en un 10 % o disminuye en un 10 %. La tasa de interés
libre de riesgo en cada periodo trimestral es del 2.5 %.

Valorar una opcion call sobre este activo, con strike K= $21vy
madurez de 6 meses.

° 50220.
cu=11 d=0.9
- 1 =0.025.

- Payoff:
(S, —21)".
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Arbol binomial

24.2
(242 —21)T =32

20 19.8
(10.8—21)F =0

16.2
(16.2—=21)* =0
Figura 1: Arbol de la accion y payoff de la opcion

Payoff=(S; — 21)*"
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Valoracion por no arbitraje

Portfolio replicante
- Construimos un portfolio replicante: Xq, X1, X>.

Xo = A-So+ (Xo — A So) - B(O).

- Igualamos X, al payoff de la opcion.

- Xo: valor de la opcion.

- A: posicion en acciones. No se mantiene constante.

- Ent = 1: se rebalancea la posicion en acciones y dinero, sin
modificar el valor del portfolio.
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Portfolio replicante

s t=0:
Xo= Ap-So +(X0—A0-SQ)'1.
W_/ —_———
A, acciones dinero
ct="1

X1=D¢-S1+ Xo— A -So) - (1+1).

Manteniendo el valor de X;:

X1 = JAVIEINY +(X1—A1-S1).
R/_/ H_/
A, acciones dinero

ct=2
Xo=01-So+ (X1 —A1-S1)-(1+1).

Ahora igualamos al payoff: X, = V,, y resolvemos.
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Portfolio replicante

- Notacion: para cualquier proceso adaptado (X, S 0 A) usaremos

la notacion:
X1(C) =Xy, X(X) =Xqg

XZ(CC) - XUU! X2(CX) - Xud: XZ(CX) - Xdu: X2(XX) - dev

- Tenemos dos ecuaciones para Xi:

Xo = Do-Sy+Xo—2D0S0) (1+1)
Xqg = AO'Sd+(XO_AOSO)'(1+i).

- Desconocemos X, (valor de la opcion) y Ao.
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Portfolio replicante

- Tendremos cuatro ecuaciones para Xs:

AySuw+ Xy —AySy)-(1+1) =V =1
AySug+ Xy —AySy)-(1+1) =Vy=0
AgSau+ (Xg—AgSq)-(14+1) =Vgu =0
AgSdag+ (Xa —DgSg) - (1+1) =Vig=0

- Seis ecuaciones, y seis incognitas:
X07 XU7 XC/7 AO? AU7 Ad'

- Obtenemos A, y Ay:
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Portfolio replicante

- Observando la analogia con el caso n =1

1

Xy = m(p'\/uu‘i‘Q'Vud)
1

Xg = m(P’VduJFQ'Vdd)

con py g probabilidades de riesgo neutral.
- Resolvemos para Xo y Ao:

Xy — Xg
A:
0 Su*Sd
X_L( X, + X)
0—1+Ip u q-Xd
1 2 2
X0:(1+/)2'(p Vuu+p-G-Vug+q-p-Vau+q° - Vig
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En el ejemplo

En el ejemplo dado tenemos:

1.025-0.9
1709 0.625 g = 0.375
ANy24.24+ Xy —Ay22)-1.025 =32

(Xu — )
A 19.8+ (X, — Ay 22)-1.025 =0
Dg19.8 + (Xg — Ag18)-1.025 =0
Dg16.2+ (Xg — Ag18)-1.025 =0

32-0 0-0

Ay=-——2 = ~0.7272 Aj— 2
YT 242-198 97992 -16.2

1
Xy = 1095 (0.625-3.2 4 0.375-0) ~ 1.95

]
Xg = 55z (0.625-040.375-0) = 0
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En el ejemplo

Con estos valores resolvemos para Xo y Ao:

Xu — X4
22 —18

0= ~ 0.4878

1
X = 25-X 75 X
0 1025 (065 v+ 0.375- d)

]
- (1.025)2 ’ ((0-6252 -3.24+2-0.625-0.375-0 + (0.375)2 )

1.25

X
= (1.025)

— o ~1.1897 |
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Resultados

Valoracion de la opcion
Los valores X, k = 0, 1,2, definen el valor de la opcion en el tiempo
t=~k

Vie = Xk

- Observamos que:

1 1
Vi = —— (P Vuu + q Vi) Vo= —— (P Vau + 9 Vaa)

141 T+
- Luego
Vi = %H.-E[\/2 | Mi]
- Analogamente:
Vo = %LI-'E[VW | Mo]
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El modelo binomial
multiperiodico




El caso general

Mercado completo

Un mercado se dice completo si todo derivado es replicable por un
portfolio formado por el subyacente y la cuenta bancaria.

- El modelo binomial es completo.

- Si es completo, la valoracion sin arbitraje permite dar un valor
Unico para el precio del derivado.
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Teorema de replicacion

Teorema (Teorema de replicacion)

Sea V, una variable aleatoria (payoff de un derivado) sobre Q. Sean
py q las probabilidades de riesgo neutral y para cada
k=0,1,2,...,n—1definimos las variables aleatorias V:

1
Vi = Tor E[Viy1 | Mg].

Para k =0,1,...,n —1, sea {Ax} el proceso de delta-cobertura:

_ Vk+1(w1 oo .th) — V/?+1(w1 oo .ka)
Sk+1 (w1 50 .th) — S;H_1(w1 50 .ka)

Ak(wq 000 wk)
Entonces, si Xo = Vo y para k =0,1,2,...,n —1se define

Xpy1 = Dp Spyr + (Xe — Dp Sp)(1+ 1),

entonces resulta X, = V. Esto es, {Xy | k= 0,1,...,n} es un portfolio
replicante.
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Valor del derivado

Valor del derivado

Para R =1,2,...,n la variable aleatoria V,(wiw; . ..wg) en el Teorema
de replicacion se define como el precio del derivado en tiempo k si
las primeras k tiradas son wy .. .wy. El precio de un derivado en
tiempo t = 0 se define como Vj.
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Martingalas

Propiedad de martingala del portfolio replicante descontado

El proceso
Xr
(14 1)k
es una martingala.
Xea1 Skt Xk — DgSy
E|l————— | M = E|A ; - M
e ] = E[sv TR

Skaq Xp — ARSp
= A |———— | M| +E|————— | M
k |:('| I)kH | k (1 ,)l? ‘ k

Sk Xr — AgSy
(14 1)k (14 1)k
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Martingalas

Valoracion del derivado

Si V, es el payoff de un derivado que depende solo de las primeras
n tiradas, entonces:

Vo= (1 +i)” 'E[Vn]

- Observacion: No es necesario calcular el portfolio replicante
para valorar la opcion.
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Prima de una call y una put

Prima de una call

En el modelo binomial, la prima de una opcion call europea con
strike K que madura en n periodos esta dada por:

= vy G =K

Prima de una put
La prima de una opcion put europea con strike K que madura en n
periodos esta dada por:

1
1+ 0

p= - E[(K—Sn)™].
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Paridad put-call

Paridad put call

Si cy p denotan la prima de una call y una put europeas,
respectivamente, sobre un mismo subyacente con valor hoy Sg, con
igual madurez t = n y strike K, entonces se cumple que:

1

c—p = (V)" E[(Sn— KM=+ E[(K—Sn)*]
= (140" E[(Sn = K)" = (K=Sn)"]

= (1+01)7" E[Sh,—K]

1
So— K+ ———.
RN (Y.
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Valoracion de opciones exoticas




Opciones exoticas

Algunas opciones exoticas cuyo payoff depende la trayectoria del
activo:

- Asiaticas: su payoff depende de un promedio de valores del
activo.

- Barrera: se anulan o bien entran en vigencia, seglin si el activo
ha cruzado determinado valor.

- Lookback: su payoff depende del maximo o minimo valor que
haya tomado el subyacente.
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Opcion barrera

B: Barrera, de una call o de una put.

- Up-and-out: Sg < B, y la opcion pierde valor si supera la barrera.

- Down-and-out: Sq > B, y la opcion pierde valor si baja de la
barrera.

- Up-and-in: Sp < B, y el activo debe superar B para activar la
opcion.

- Down-and-in: Sg > By el activo debe bajar de B para activar la
opcion.
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Ejemplo de opcion barrera

Opcion call barrera down and out

Consideremos una opcion call barrera down-and-out, con strike

K = 100, con vencimiento en dos periodos, y barrera B =$95. El
activo subyacente sigue un modelo binomial con So = 100, u = 1.1,
d=0.9,y latasa libre de riesgo es del 5 %.

- Barrera: B = 95.

- Strike: K =100.

- Sp =100
-u=11d=0.9 p=0.75.
+ i =0.05.
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Arbol binomial
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Figura 2: Opcion barrera down and out



Valoracion de la opcion barrera

El payoff depende de las primeras dos tiradas:
Vi = 21 Vg = Vau = Vg = 0.

- Por el Teorema de replicacion:

1
v 0.75% - 21 ~ 10.71.
° 7 (1.05)2

- Combinar esta opcion con una call barrera down and in produce
el mismo payoff que una call europea.
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Opcion lookback

Opciones lookback

Las opciones lookback son aquellas cuyo payoff depende del valor

maximo o minimo que haya alcanzado el subyacente durante la
vigencia del contrato.

- Con strike fijo K:

maxo<t<7{St — K,0} opcion call
maxo<t<7{K — St,0} opcion put

- Con strike flotante:

St — ming<t<7{St} opcion call
Maxo<t<7{St} — Sr opcion put

28/36



Ejemplo
Valorar una opcion call lookback con strike flotante sobre un activo

con Sg =100, u =1.2,d=0.8ei=0.05 que madura en dos
periodos.

Payoff = méXOStSQ{Sz = St)., 0}

52 = minogtgz{st}

~ 1.05-0.8

_ — 0.625 — 0.375.
72-08 q
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Arbol binomial

144 .
144 — min{100, 120, 144} = 44
12
96 .
96 — min{100, 120,96} = 0
So =A00 v,
96 .
96 — min{100, 80,96} = 16
[0}
6L

64 — min{100, 80, 64} = 0

Figura 3: Call lookback con strike flotante
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Valoracion de la opcion lookback

- El payoff depende de las primeras dos tiradas:
Vi = b4 Vig=Vyg =0 Vg, = 16.

- Por el Teorema de replicacion:

:
Vo = 0.6252 - 44 + 0.375 - 0.625 - 16
0 1.052 ( + )
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Opcion asiatica

Opcion asiatica

Las opciones asiaticas son aquellas cuyo payoff depende del
promedio de los precios que ha tomado el activo durante la vigencia
de la opcion.

- Para cada trayectoria de precios se define Syom como la media
aritmética de los precios del subyacente.

- Con strike fijo K:

max{Sprom — K,0}  para una call

Payoff = j
max{K — Sprom,0}  para una put

- Con strike flotante:
max{Sr — Sprom, 0}  para una call

Payoff = }
max{Sprom — St,0}  para una put.
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Ejemplo de opcion asiatica

Valorar una opcion asiatica con strike fijo K = 95, con vencimiento en
dos periodos, para una accion con Sop = 100, u = 1.2, d = 0.8, siendo
la tasa periddica del 5%.
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rbol binomial

144 .
max{ 100HI20E14 95 0} = 26.33
12
96 A
max{ 120+1204%6 _ 95 0} = 10.33
So =400 V
2 max{100+80+% _ 95 0} =0
3 ? -
0
64

max{ 1204£80+64 _ 95 0} =0

Figura 4: Opcion asiatica con strike fijo
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Valoracion de la opcion asiatica

- El payoff depende de las primeras dos tiradas:
Vou=12633  Vyg=1033 Vg, = Vyg=0.

- Por el Teorema de replicacion:

1
Vo = 5z (0.625-2633+0.625-0375-10.33)
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